分类讨论与等价转化思想
舟山中学 封荣旭
“凡事预则立，不预则废。”这句出自《礼记·中庸》的佳句之所以流传沿用至今，正是因为它道出了成事的关键：不论做什么事，事先有准备，就能取得成功，否则就会失败。将事情的成败建立在事前的准备工作是否做的充分的基础上，分两种情况进行分析，是合理且有说服力的。生活中充满了意外的惊喜与难解的缠绊，很多事情都带着不确定性，需要我们理性的去分析可能发生的各种情况，尽管做每个选择都会有得有失，但只要我们对事态有着全面的了解和掌控，做选择时便能够将失去的控制在最低，得到的尽可能增多。下面就让我们在一道数学题目中结识和领略分类讨论思想。
例题：已知函数
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在上的最大值为1，求实数
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的值。
分析：研究函数在某段区间上的最值，通常借助函数的单调性，而研究函数的单调性，应先认清函数的类型。如果是已知的函数类型，研究起来就会方便的多，可直接应用其性质；如果是未知的函数类型，可以借助定义来判断和证明其单调性。在这道题目当中，自变量
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的次数最高为二次，所以应该先针对二次项系数
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的取值是否为零来分两大类讨论。当
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为一元一次函数，其图像为一条直线；当
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为一元二次函数，其图像为抛物线，此时研究它的最值的常用方法是将对称轴分别处于由
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划分的三段区间上做分类讨论，具体如下：
法一：当
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取不到1，故
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的对称轴为
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③当
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综上所述，
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在上面的解题过程中，由于开口方向的不确定性，使得在针对对称轴的位置做分类讨论时，情况较为复杂。从这个角度出发，很自然想到尝试从开口方向入手来做分类讨论：
法二：当
[image: image40.wmf]0

a

=

时，
[image: image41.wmf]()3

fxx

=--

，∵
[image: image42.wmf]3

[,2]

2

x

Î-

，∴
[image: image43.wmf]3

()[5,]

2

fx

Î--



[image: image44.wmf]()

fx

取不到1，故
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为一元二次函数.
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综上所述，
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    由上可见，通过对开口方向进行分类讨论，整个过程变得条理清楚、目的明确，但是由
于对称轴的不断变化，使得分成的两大类情况都要进一步分成几小类情况来讨论，这样解题
过程自然比较繁琐，需要耐心的对数据进行运算和处理。
    上面两种解法充分全面的考虑到了对称轴和开口方向对最值位置的影响，但是由于二者
的不确定性，使得不论哪种解法都显得十分复杂和繁琐，在分类讨论时容易遗漏和出错。那
么能否摆脱对称轴和开口方向对最值的束缚来进行研究呢？由于此题中易于判断出函数的
类型，从抛物线的性质出发，很容易得出最值的可能取值情况：区间的两端点和对称轴处，
分别将三种情况进行分析和检验即可得到所求结果：
法三：当
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的对称轴为
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此时
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当
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综上所述，
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在解法三中，利用等价转换思想，通过应用函数性质，简化了对最值取值情况的分类讨论过程，从另一个角度出发简洁有效的解决得问题，这是分类讨论思想与等价转换思想的综合运用，也是培养和提升解题能力的有效途径。
《毛泽东选集·论持久战》中提到：没有事先的计划和准备，就不能获得战争的胜利。严谨周密的数学思维，灵活变通的综合能力，充足的计划和准备，一颗诚挚之心，不论是对待学习还是生活，我们的人生必将被一个又一个惊喜所丰富。
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